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Robni straºarji v trdnjavskem problemu
Povzetek
V diplomskem seminarju bomo obravnavali trdnjavski problem z robnimi straºarji.
Trdnjavski problem je problem, pri katerem je trdnjava predstavljena kot poligon v
ravnini, straºarji pa so to£ke ali robovi v ravnini. Dokazali bomo, da je v splo²ni
trdnjavi ⌈n/3⌉ robnih straºarjev v£asih potrebnih in vedno dovolj, da zastraºijo
zunanjost trdnjave. Pri ortogonalni trdnjavi pa potrebujemo ⌊n/4⌋ + 1 robnih
straºarjev.
Edge guards for the fortress problem
Abstract
In this seminar we consider the fortress problem with edge guards. In the fortress
problem the fortress is considered a polygon and guards are points or edges in a
plane. We will prove that it is always possible to guard exterior of general fortress
with ⌈n/3⌉ edge guards and exterior of orthogonal fortress with ⌊n/4⌋ + 1 edge
guards.
Math. Subj. Class. (2010): 05C15, 05C69
Klju£ne besede: poligon, straºar, rob, trdnjava
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1. Uvod
Problem umetnostne galerije v matematiki je precej nov, a zato ni£ manj zanimiv.
Prvi je leta 1976 V. Klee na konferenci v Stanfordu postavil vpra²anje, koliko
straºarjev potrebujemo, da zastraºimo poligon z n ogli²£i. Kmalu za tem je V.
Chvatal predstavil rezultat: ⌊n/3⌋ straºarjev je v£asih potrebnih in vedno dovolj,
da zastraºijo poligon z n ogli²£i.
Od takrat je na podro£ju umetnostnih galerij iz²lo veliko knjig in £lankov, naj-
preglednej²a pa sta knjiga J. O'Rourka Art Gallery Theorems And Algorithms, ki
je iz²la leta 1987, ter £lanek T. Shemerja, ki je iz²el leta 1992, v katerem je pregled
vsega do tedaj znanega na tem podro£ju.
Obstaja pa tudi nekaj ²e nere²enih problemov. Eden bolj zanimivih je problem
E. Straussa, ki je sestavljen iz dveh delov:
• Ali je res, da v poligonu, ki ima na vseh stenah ogledala, lahko postavimo
eno lu£ kamorkoli in bo ves poligon osvetljen?
• Ali vedno obstaja to£ka, v poligonu z ogledali, v katero lahko postavimo lu£,
da bo ves poligon osvetljen?
Za prvi del tega problema je G. W. Tokarsky dokazal, da je napa£en, drugi del pa
ostaja nedokazan.
2. Osnovni pojmi
Graf G je sestavljen iz mnoºice vozli²£ V in mnoºice povezav E. Povezava je
denirana kot par vozli²£ iz V . Dve vozli²£i u in v iz grafa G sta povezani, £e je
povezava {u, v} element mnoºice E. Graf G je ravninski, £e ga lahko nari²emo v
ravnini tako, da vozli²£a predstavljajo to£ke v ravnini, povezave pa so krivulje med
vozli²£i, ki se med seboj ne sekajo.
Pot v grafu G je zaporedje razli£nih vozli²£ v1v2 . . . vk tako, da sta za vsak i =
1, . . . , k−1 in za k ≥ 2 vozli²£i vi in vi+1 povezani. Cikel v grafu G je pot v1v2 . . . vk
skupaj z povezavo {vk, v1}, k ≥ 3. Za graf G pravimo, da je povezan, £e za vsak par
vozli²£ u in v iz G obstaja pot u = v1v2 . . . vk = v, ki se za£ne v u in kon£a v v. Graf
G pa je k-povezan, £e ima vsaj k vozli²£ in lahko iz njega odstranimo katerihkoli m
vozli²£ za m < k, pa graf ostane povezan.
Prirejanje M v grafu G je tak²na podmnoºica povezav grafa G, da nobeni dve
povezavi iz M nimata skupnega vozli²£a. Popolno prirejanje M je prirejanje, pri
katerem je vsako vozli²£e grafa G vozli²£e neke povezave v M .
Poligon P je urejeno zaporedje ogli²£ p1p2 . . . pn, za n ≤ 3, in robov, ki povezu-
jejo sosednji ogli²£i pi in pi+1 za i = 1, . . . , n − 1 ter ogli²£i pn in p1. Poligon P
je enostaven, £e se nobena dva nesosednja robova ne sekata. Enostavni poligon
deli ravnino na dva dela, na notranjost in zunanjost poligona. V seminarju bomo
obravnavali samo enostavne poligone, zato tega ne bomo vsaki£ poudarjali. Poligon
P je ortogonalen, £e ga lahko nari²emo tako, da so vsi robovi vzporedni abscisni ali
ordinatni osi.
Za to£ko p iz poligona P in to£ko q v ravnini pravimo, da je q vidna iz p, £e daljica
pq ne seka robov poligona P . Za mnoºico to£k M pravimo, da straºi ali osvetljuje
vso notranjost poligona P , £e je vsaka to£ka v notranjosti vidna iz neke to£ke p iz
M . Prav tako je zastraºena ali osvetljena vsa zunajost poligona, £e je vsaka to£ka
iz zunanjosti vidna iz neke to£ke q iz M .
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Slika 1. Splo²ni in ortogonalni poligon.
2.1. Triangulacija.
Denicija 2.1. Triangulacija poligona P je razdelitev notranjosti poligona na
trikotnike, tako da so robovi trikotnikov notranje diagonale in robovi poligona.
Slika 2. Triangulacija poligona.
Izrek 2.2. Poligon P z n ogli²£i pri triangulaciji z n − 3 notranjimi diagonalami
razdelimo na n− 2 trikotnikov.
Dokaz. Izrek bomo dokazali z indukcijo na n. Za n = 3 je izrek o£iten. Naj bo
P = v1v2v3 . . . vn poligon z n ≥ 4 ogli²£i. Naj bo v2 konveksno ogli²£e v P , to je
ogli²£e, pri katerem je kot v notranjosti poligona manj²i od π. Oglejmo si ogli²£a
v1, v2 in v3. Poiskali bomo notranjo diagonalo d v P , ki bo poligon razdelila na dva
manj²a dela.
V primeru, da diagonala v1v3 leºi v celoti v notranjosti poligona P , bo kar
d = v1v3, v nasprotnem primeru pa mora v trikotniku v1v2v3 leºati vsaj ²e eno
ogli²£e poligona P . Naj bo x tisto med njimi, ki je najbliºje v2 in je diagonala xv2
v celoti vsebovana v poligonu. To ni nujno ogli²£e, ki je najbliºje v2, zagotovo pa
tako ogli²£e obstaja. Za razdelitev poligona bomo uporabili diagonalo xv2.
Pri obeh primerih razdeli d poligon na dva dela P1 in P2 z n1 in n2 ogli²£i. Ker
sta oba konca diagonale d v obeh poligonih, velja n1+n2 = n+2. Ker velja ni ≥ 3,
velja tudi ni < n za i = 1, 2.
Po indukcijski hipotezi lahko razdelimo poligona P1 in P2 na ni − 2 trikotnika z
ni − 3 notranjimi diagonalami. S tem smo razdelili P na (n1 − 2)+ (n2 − 2) = n− 2
trikotnika z (n1− 3)+ (n2− 3)+1 = n− 3 notranjimi diagonalami vklju£no z d. 
5
Triangulacija je pomemben del problema umetnostne galerije, zato so ji mate-
matiki v preteklosti namenili precej £asa. Leta 1978 so Garey, Johnson, Preparata
in Tarjan objavili prvi O(n log n) algoritem za dolo£anje diagonal triangulacije. Leta
1988 sta ga Tarjan in Van Wyk izbolj²ala do O(n log log n). Kon£no pa je leta 1990
Chazelle objavil optimalni linearni algoritem za ta problem.
2.2. Variacije problema umetnostne galerije. Razdelek je povzet po [8]. Obs-
taja kar nekaj razli£nih podproblemov problema umetnostne galerije. Razlikujejo se
po vrsti straºarjev in po obliki galerije.







Slika 3. Vrste straºarjev: a  splo²ni, b  v ogli²£u, c  robni,
d  mobilni, e  s svetilko.
Straºar v to£ki je osnovni primer straºarja, ki lahko stoji kjerkoli v mejah poligona.
e Chvatal [4] je dokazal, da za straºenje galerije velja naslednji izrek.
Izrek 2.3 (Chvatalov izrek o umetnostni galeriji). Za pokritje poligona z n ogli²£i
je ⌊n/3⌋ straºarjev v£asih potrebnih in vedno dovolj.
Dokaz. Za dokaz tega izreka bomo potrebovali triangulacijo poligona P . V triangu-
laciji lahko pobarvamo vsa ogli²£a trikotnika s tremi barvami tako, da so v vsakem
trikotniku ogli²£a pobarvana z razli£nimi barvami. To lahko naredimo, ker imamo
galerijo brez lukenj. Ogli²£a vsake barve tudi dominirajo triangulacijskem grafu, to
pomeni, da lahko postavimo straºarje v ogli²£a ene od barv in bo pokrit ves poligon.
Ker smo s tremi barvami pobarvali ravno vsa ogli²£a poligona, bo zagotovo ogli²£
ene barve najve£ ⌊n/3⌋. Torej je ⌊n/3⌋ straºarjev vedno dovolj za pokritje poligona
z n ogli²£i. Da pa v£asih res potrebujemo toliko straºarjev, se lepo vidi na sliki 4,
kjer imamo poligon z 12 ogli²£i, potrebujemo pa 4 straºarje. 
Slika 4. Galerija, ki za straºenje potrebuje ⌊n/3⌋ straºarjev.
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Straºar v ogli²£u lahko stoji samo v ogli²£u poligona. Za njih velja enak izrek
kot pri splo²nih straºarjih, saj smo v dokazu izreka za splo²ne straºarje uporabili
straºarje v ogli²£ih. Torej je ⌊n/3⌋ straºarjev v ogli²£ih v£asih potrebnih in vedno
dovolj, da zastraºijo poligon z n ogli²£i.
Robni straºar se lahko giblje po enem od robov poligona P . To£ka q v poligonu
P je zastraºena, £e je vidna iz vsaj ene to£ke na straºarjevi poti. Ta problem si
lahko predstavljamo tudi s halogenskimi lu£mi, ki so postavljene vzdolº celega roba
poligona P .
Problem najmanj²ega ²tevila robnih straºarjev, ki jih potrebujemo, da zastraºimo
poligon z n ogli²£i, ²e ni v celoti re²en, je pa Toussaint leta 1982 postavil naslednjo
domnevo:
Domneva. Z izjemo nekaj poligonov je ⌊n/4⌋ robnih straºarjev dovolj, da zastraºijo
poligon z n ogli²£i.
Izjemi pri tej domnevi sta Paigev in Shermerjev poligon na sliki 5.
Slika 5. Paigev in Shermerjev poligon.
Mobilni straºar se lahko premika po dolo£eni poti, ki je vsa vsebovana v poligonu
P . Za njih velja naslednji izrek, ki ga je dokazal O'Rourke [7, poglavje 3] leta 1983.
Izrek 2.4. Za straºenje poligona z n ogli²£i potrebujemo ⌊n/4⌋ mobilnih straºarjev,
ki se gibljejo po diagonalah poligona.
Ta izrek se dokaºe z indukcijo na ²tevilo ogli²£ v poligonu. Za pokritje ortogo-
nalnega poligona z n ogli²£i pa je leta 1984 Aggarwal [1], [7, poglavje 3.3] dokazal
naslednji izrek:
Izrek 2.5. Za pokritje ortogonalnega poligona z n ogli²£i zadostuje ⌊(3n + 4)/16⌋
mobilnih straºarjev.
Aggarwalov algoritem te£e v O(n2 log n) £asu, algoritma s kvadratno £asovno
zahtevnostjo zaenkrat ²e ne poznamo.
Straºar s svetilko je straºar, ki ima omejen vidni kot in lahko nadzoruje galerijo
samo v tem kotu. Lo£imo straºarje s svetilko, ki lahko stoji kjerkoli znotraj poligona,
in takega, ki lahko stoji samo v ogli²£u. Na tem podro£ju obstaja ²e kar nekaj
nere²enih problemov, omenili pa bomo samo enega ºe re²enega [8, poglavje 2.4].
Izrek 2.6. Naj bo P konveksni poligon in naj bodo α1, α2, α3 koti osvetljevanja
svetilk, tako da velja α1 + α2 + α3 = π. Potem lahko postavimo svetilke α1, α2 in α3
vsako v drugo ogli²£e tako, da je ves poligon osvetljen.
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2.2.2. Vrste umetnostnih galerij. Umetnostne galerije lo£imo tudi po obliki. Ocene
zgoraj veljajo za splo²no galerijo, poznamo pa ²e kar nekaj drugih vrst.
Splo²na galerija je galerija, ki ima obliko splo²nega poligona. Za zastraºenje
splo²ne umetnostne galerije potrebujemo ⌊n/3⌋ straºarjev v ogli²£ih.
Klasi£na galerija je galerija v obliki pravokotnika, razdeljenega na pravokotne
sobe, ki so povezane z vrati. Vrata povezujejo vsaki dve sobi, ki imata skupno
steno.
Izrek 2.7 ([8, poglavje 2.2]). Za pokritje klasi£ne umetnostne galerije z n sobami
potrebujemo ⌈n/2⌉ straºarjev, ki so postavljeni tako, da vsak straºi po dve sobi.
Dokaz tega izreka naredimo tako, da sobam priredimo dualni graf, kjer vsako sobo
predstavlja to£ka in sta to£ki povezani, £e imata pripadajo£i sobi vmesna vrata. V
tem grafu potem dokaºemo, da obstaja prirejanje z (n − 1)/2 povezavami, £e je n
liho, in n/2 povezavami, £e je n sodo.
Slika 6. Primer straºarjev za klasi£no galerijo.
Ortogonalna galerija je umetnostna galerija, ki ima obliko ortogonalnega poligona.
Ta vrsta galerij je kar raziskana. Kahn, Klawe in Kleitman [6], [7, poglavje 2.2] so
leta 1983 dokazali naslednji izrek:
Izrek 2.8. Za straºenje ortogonalne galerije je ⌊n/4⌋ straºarjev v ogli²£ih v£asih
potrebnih in vedno dovolj.
Dokaz tega izreka se izpelje z delitvijo poligona na konveksne ²tirikotnike, iz katere
dobimo barvanje ogli²£ s ²tirimi barvami in tudi moºne pozicije za straºarje. Sack je
bil prvi, ki je na²el O(n) algoritem za tako delitev poligona, prvi linearni algoritem
za iskanje straºarjev pa so predstavili Edelsbrunner, O'Rourke in Welzl leta 1984.
Slika 7. Ortogonalna galerija, ki za straºenje potrebuje ⌊n/4⌋ straºarjev.
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Galerija z luknjami ima obliko splo²nega poligona, ki pa ima v notranjosti izrezane
luknje, ki ne spadajo v galerijo in imajo tudi obliko poligona [7, poglavje 5].
Izrek 2.9. Za straºenje poligona z n ogli²£i in h luknjami potrebujemo ⌊(n+2h)/3⌋
straºarjev v ogli²£ih.
Za splo²ne straºarje pa je dokazan tudi naslednji izrek [7, poglavje 5]:
Izrek 2.10. Za straºenje poligona z n ogli²£i in h luknjami potrebujemo ⌈(n+h)/3⌉
straºarjev.
Za ta izrek sta leta 1995 Bjorling-Sachs in Souvaine [2] predstavila O(n2) algori-
tem, katerega ideja je povezati vsako luknjo z zunanjim robom, tako da izreºe² nek
vmesni ²tirikotnik.
Nedokazana pa ostaja domneva, da je moºno vsak poligon z n ogli²£i in h luknjami
pokriti z ⌊(n+h)/3⌋ straºarji v ogli²£ih. Primer galerije pri kateri je toliko straºarjev
potrebnih, je na sliki 8.
Slika 8. Galerija z luknjami, ki jo lahko pokrijemo z ⌊(n+ h)/3⌋ straºarji.
Ortogonalna galerija z luknjami je tak²na, kjer so tudi luknje ortogonalni poligoni.
Leta 1982 je O'Rourke [7, poglavje 5] dokazal, da se ortogonalni poligon, z n ogli²£i in
h luknjami, da pokriti z ⌊(n+2h)/4⌋ straºarji v ogli²£ih. Leta 1990 pa je Homann [5]
dokazal naslednji izrek:
Izrek 2.11. Za straºenje ortogonalne galerije z n ogli²£i in h luknjami ⌊n/4⌋ splo²nih
straºarjev vedno zadostuje.
Slika 9. Ortogonalna galerija s 44 ogli²£i in 4 luknjami, za pokritje
katere potrebujemo 12 straºarjev v ogli²£ih.
Dokazano zadostuje tudi ⌊n/3⌋ straºarjev v ogli²£ih, najbolj²a ocena pa zaenkrat
ostaja O'Rourkova, da jih zadostuje ⌊(n+2h)/4⌋. Shermerjeva nedokazana domneva
pa je, da jih zadostuje tudi ⌊(n+ h)/4⌋.
2.3. Trdnjavski problem. Trdnjavski problem je podoben problemu umetnostne
galerije, le da namesto notranjosti posku²amo zastraºiti zunanjost poligona.
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2.3.1. Splo²na trdnjava. Na primeru konveksnega poligona z n ogli²£i se hitro vidi,
da je potrebnih vsaj ⌈n/2⌉ straºarjev v ogli²£ih, da zastraºimo zunanjost poligona
z n ogli²£i. Prehitro bi lahko sklepali, da je zunanjost poligona vedno zastraºena,
£e postavimo straºarja v vsako drugo ogli²£e. Da tako ne moremo vedno pokriti vse
zunanjosti, dokazuje primer na sliki 10, kjer ostane del zunanjosti E nezastraºen,
£e postavimo straºarje v soda ogli²£a, F pa, £e postavimo straºarje v liha ogli²£a.
Dokazali pa bomo, da je ⌈n/2⌉ straºarjev v ogli²£ih vseeno vedno dovolj, da zastra-
ºimo zunanjost poligona.
FE
Slika 10. Straºarji na sodih (belih) ali lihih (£rnih) ogli²£ih ne
zastraºijo vse okolice trdnjave.
Izrek 2.12. ⌈n/2⌉ straºarjev v ogli²£ih je vedno dovolj, da zastraºimo zunanjost
poligona.
Dokaz. Za ta dokaz bomo potrebovali triangulacijo vseh delov zunanjosti, ki so
v konveksni ovojnici poligona, kot na sliki 11(a). V zunanjost poligona dodamo
novo to£ko v in jo poveºemo z vsemi ogli²£i v konveksni ovojnici poligona (slika
11(b)), nato pa eno od ogli²£ na ovojnici razdelimo v dve ogli²£i, kot na sliki 11(c).
e postavimo x1 in x2 dovolj narazen, da lahko povezave s to£ko v nari²emo z
ravnimi £rtami, dobimo triangulacijski graf poligona z n+ 2 ogli²£i, ki pa je hkrati
tudi triangulacija zunanjosti poligona. Ogli²£a tega triangulacijskega grafa lahko




Slika 11. Triangulacija zunanjosti poligona.
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e v na²em barvanju to£ka v ni pobarvana z barvo a, potem lahko postavimo
straºarje v ogli²£a barve a in tako zastraºimo zunanjost originalnega poligona z
⌊(n+ 2)/3⌋ ≤ ⌈n/2⌉ straºarji.
V primeru, ko pa je to£ka v pobarvana z barvo a, pa postavimo straºarje v ogli²£a
barve b. Ker velja a + b + c = n + 2 in a ≥ 1, je torej b + c ≤ n + 1 in zato
b ≤ ⌊(n+ 1)/2⌋ = ⌈n/2⌉.
S tako postavitvijo straºarjev smo zastraºili vsa ogli²£a na konveksni ovojnici
poligona, in tako tudi vso zunanjost poligona. 
2.3.2. Ortogonalna trdnjava. Za zastraºenje ortogonalne trdnjave velja naslednji
izrek.
Izrek 2.13. ⌈n/4⌉+ 1 straºarjev je v£asih potrebnih in vedno dovolj, da zastraºimo
zunanjost ortogonalnega poligona z n ogli²£i.
Dokaz. Primer, s katerim dokaºemo, da je ⌈n/4⌉+1 straºarjev potrebnih, da zastra-
ºimo ortogonalno trdnjavo, je spirala na sliki 12, ki ima 20 ogli²£ in potrebuje 6
straºarjev.
Slika 12. Primer ortogonalne trdnjave, ki potrebuje ⌈n/4⌉+ 1 straºarjev.
Za dokaz zadostnosti prevedemo problem na problem ortogonalne umetnostne
galerije, za katero vemo, da potrebuje ⌊n/4⌋ straºarjev.
V poligonu poi²£emo vodoravni rob e z najvi²jo y koordinato, ga zbri²emo, podalj-
²amo pripadajo£a navpi£na robova navzgor in na² celotni poligon obkroºimo s pravo-
kotnikom (slika 13). Zunanjost na²ega osnovnega poligona je sedaj notranjost tega
novega poligona z n + 4 ogli²£i. Za straºenje tega bomo potrebovali ⌊(n + 4)/4⌋
straºarjev in ²e enega za pravokotnik Q, ki ga v nov poligon nismo vklju£ili. Skupaj
torej ⌊n/4⌋+ 2 straºarja.
e
Q
Slika 13. Trdnjavski problem prevedemo na problem umetnostne galerije.
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V primeru, ko je n ≡ 2 (mod 4), je to isto kot ⌈n/4⌉+1. e pa je n ≡ 0 (mod 4),
pa v nov poligon vklju£imo ²e pravokotnik Q, tako kot kaºe slika 14. Poligon ima
sedaj n+6 ogli²£, vendar ne potrebujemo dodatnega straºarja za Q. Za straºenje v
tem primeru potrebujemo ⌊(n+ 6)/4⌋ = ⌊n/4⌋+ 1, kar je enako kot ⌈n/4⌉+ 1. 
e
Slika 14. Prevedba na problem umetnostne galerije, ko je n deljiv s 4.
2.3.3. Straºarji v ravnini. Razlika med straºarji, potrebnimi za straºenje notranjosti
poligona ⌊n/3⌋ in zunanjosti poligona ⌈n/2⌉, je kar precej²nja. e se ne omejimo le
na straºarje v ogli²£ih poligona, pa se ta razlika precej zmanj²a, saj v tem primeru
potrebujemo za straºenje zunanjosti samo ⌈n/3⌉ straºarjev.
Dokaz, da v£asih potrebujemo ⌈n/3⌉ straºarjev je na sliki 15, kjer imamo poligon
s 13 ogli²£i in potrebujemo 5 straºarjev.
Slika 15. ⌈n/3⌉ straºarjev je potrebnih, da zastraºijo zunanjost poligona.
Izrek 2.14. ⌈n/3⌉ straºarjev je vedno dovolj, da zastraºi zunanjost poligona z n > 3
ogli²£i.
Dokaz. V primeru, da je poligon konveksen, ga lahko zastraºimo z dvema straºar-
jema, ki sta dovolj dale£ narazen, vsak na svoji strani in ker je n > 3, je 2 ≤ ⌈n/3⌉.
Celoten dokaz najdemo v [7, poglavje 6.2]. 
2.4. Zaporni²ki problem. Povzeto po [8, poglavje 3.7]. Zaporni²ki problem je
kombinacija problema umetnostne galerije in trdnjavskega problema. Tu morajo
straºarji zastraºiti notranjost in zunanjost poligona. Za ta problem obstaja kar
nekaj izrekov, ki omejujejo ²tevilo straºarjev glede na obliko poligona.
Izrek 2.15. Zunanjost in notranjost konveksnega poligona z n ogli²£i lahko zastra-
ºimo z ⌈n/2⌉ straºarji v ogli²£ih. Za nekonveksne poligone pa potrebujemo ⌊n/2⌋
straºarjev v ogli²£ih.
Izrek 2.16. Da zastraºimo zunanjost in notranjost ortogonalnega poligona z luknja-
mi, potrebujemo ⌊5n/12⌋+2 straºarjev v ogli²£ih ali ⌊(n+4)/3⌋ splo²nih straºarjev.
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2.5. asovna zahtevnost. Dokazi za zgornje meje ²tevila straºarjev v prej²njih
poglavjih ve£inoma uporabljajo razbitje poligona z notranjimi diagonalami na trikot-
nike ali ²tirikotnike. Iz teh razbitij potem dobimo barvanja ogli²£ poligona in
posledi£no tudi postavitev straºarjev v ogli²£a poligona. Ti algoritmi so vsi poli-
nomske zahtevnosti.
Za Chvatalov izrek o umetnostni galeriji potrebujemo razbitje poligona na trikot-
nike. Za ta primer je Chazelle na²el algoritem, ki poi²£e triangulacijo v linearnem
£asu. Tudi vse ostale delitve na razli£ne ²tirikotnike, ki jih uporabljamo v dokazih za
ortogonalne poligone, lahko poi²£emo v polinomskem £asu (vseh pa ne v linearnem
£asu).
Poiskati najmanj²e ²tevilo straºarjev, ki pokrijejo poligon, pa je precej teºji prob-
lem kot poiskati zgornjo mejo iz izrekov v prej²njih poglavjih. Za ta problem veljata
naslednja izreka [7, poglavje 9]:
Izrek 2.17. Poiskati najmanj²e ²tevilo straºarjev, ki zastraºijo poligon, je NP-teºek
problem.
Ta izrek se dokaºe s prevedbo problema na problem 3-SAT.
Izrek 2.18. Poiskati najmanj²e ²tevilo splo²nih straºarjev in straºarjev v ogli²£ih za
ortogonalni poligon sta oba NP-teºka.
3. Robni straºarji za trdnjavski problem
Razdelek je povzet po [3], ki je tudi osrednji vir naloge. Dokazali bomo, da je ⌈n/3⌉
robnih straºarjev v£asih potrebnih in vedno dovolj, da pokrijejo zunanjost trdnjave
z n robovi. e je n = 3, lahko postavimo straºarja na poljuben rob trdnjave.
Vsaj ⌈n/3⌉ robnih straºarjev je nujno potrebnih, kar se hitro vidi na primeru
konveksnega n-kotnika, saj moramo postaviti straºarja vsaj na vsak tretji rob poli-
gona, zato bomo pokazali le, da je ⌈n/3⌉ robnih straºarjev vedno dovolj.
Naj bo P poligon in naj bodo ogli²£a poligona ozna£ena z v0, v1, . . . , vn−1 v
nasprotni smeri urinega kazalca. Vsakemu povezanemu obmo£ju na zunanji strani
poligona, vendar v konveksni ovojnici poligona, bomo rekli ºep. Bolj natan£no: naj
bo vivj rob konveksne ovojnice, kjer vi in vj nista sosednji ogli²£i v poligonu. Potem
ogli²£a vi, vi+1, . . . , vj−1, vj dolo£ajo ºep s stranskima robovoma vivi+1 in vj−1vj. Za
primer: na sliki 16 ogli²£a 1, 2, . . . , 5 dolo£ajo ºep A. Robova {1, 2} in {4, 5} sta
stranska robova ºepa A, ki ima 4 robove. Pri ²tetju robov ºepa ²tejemo samo tiste
iz poligona. Poligon na sliki ima ²e dva ºepa: B in C.
Triangulacijski graf ºepa je graf, katerega vloºitev je triangulacija ºepa. Vozli²£a
triangulacijskega grafa so ogli²£a ºepa, povezave pa so robovi ºepa, povezava ovojnice
poligona in diagonale triangulacije. Mnoºica povezav (straºarjev) dominira triangu-
lacijskemu grafu, £e ima vsako trikotno lice grafa skupno ogli²£e z vsaj enim straºar-
jem. Triangulacijski graf ºepa A in dominirajo£a mnoºica straºarjev (23 in 45) so
narisani na sliki 16. Ni teºko videti, da dominirajo£a mnoºica straºarjev pokrije
celoten ºep.
Na²o trditev, da je ⌈n/3⌉ robnih straºarjev vedno dovolj, da pokrijejo zunanjost
poligona, bomo dokazali z indukcijo, ki bo potekala takole:
• Za poligone z ºepi s tremi ali manj robovi bomo v lemi 3.1 dokazali, da jih
lahko pokrijemo z ⌈n/3⌉ robnimi straºarji. To bo osnova indukcije.
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• Za poligone z ºepi s ²tirimi ali ve£ robovi pa bomo v lemi 3.2 pokazali, kako















Slika 16. epi v grafu in dominirajo£a mnoºica triangulacijskemu grafu.
Problem nato z rekurzijo re²imo za poligon brez odstranjenega dela in ga pokri-
jemo z ⌈n/3⌉ − 1 robnimi straºarji. Za odstranjeni del poligona pa potem v re²itvi
dodamo ²e enega straºarja, ki ta del pokriva. Glavni del dokaza bo dokazati, da je
to vedno moºno narediti.
Lema 3.1. Poligon, ki ima vse ºepe s tremi ali manj robovi, lahko vedno pokrijemo z
⌈n/3⌉ robnimi straºarji. e imamo za vsak ºep podano triangulacijo, potem obstaja
⌈n/3⌉ robnih straºarjev, ki pokrijejo vso zunanjost poligona in hkrati dominirajo
vsem triangulacijskim grafom na ºepih.
Dokaz. Pokazali bomo, da lahko pokrijemo zunanjost takega poligona tako, da
postavimo straºarja na vsak tretji rob poligona. Tako sigurno ne bomo potrebovali
ve£ kot ⌈n/3⌉ straºarjev.
Najprej razdelimo zunanjost poligona na dve vrsti obmo£ij: obmo£ja R in obmo£ja
S, kot je prikazano na sliki 17. Vsak ºep denira obmo£je R. Naj bo vi, vi+1, . . . , vj
ºep. Obmo£je R je obmo£je, objeto s podalj²ki robov vi+1vi in vj−1vj ter robovi
vivi+1, vi+1vi+2, . . . , vj−1vj. Obmo£ja S pa leºijo med obmo£ji R. Obmo£je S je
lahko tudi prazno, kadar se dve R obmo£ji prekrivata (na sliki 17). e pa imamo v






Slika 17. Zunanjost poligona razdelimo na R in S obmo£ja.
Pri ºepih z dvemi robovi mora straºar dose£i eno od ogli²£ a ali b (slika 18(a))
in zato je tako obmo£je R v vsakem primeru pokrito in tak straºar tudi dominira
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triangulacijskemu grafu tega ºepa. Pri ºepih s tremi robovi pa imamo tri moºnosti
za postavitev straºarjev (slika 18(b)). V vsakem primeru bosta pokriti ogli²£i a in
d ali pa ogli²£i b in c. Tako bodo straºarji pokrili celo obmo£je R. Prav tako pa































Slika 18. Pokritje obmo£ja R.
Obmo£ja S so na konveksni ovojnici poligona in so, po enakem sklepu kot za
konveksne poligone, pokrita z vsakim tretjim straºarjem in tako imamo pokrito
celotno zunanjost poligona. 
V tem dokazu smo potrebovali pokritost prostora samo iz straºarjevih robnih
ogli²£, zato lahko straºarje prestavljamo in ohranimo pokritost, £e je le vsak konec
za£etnega straºarja dosegljiv tudi z novim straºarjem. To dejstvo bomo uporabili
za dokaz izreka v tem poglavju.
Lema 3.2. Za vsak triangulacijski graf ºepa s ²tirimi ali ve£ robovi velja ena od
naslednjih dveh moºnosti:
• Obstaja diagonala, ki odreºe podgraf z natanko 4, 5 ali 6 robovi iz ºepa.
• ep ima najve£ 6 robov.
Dokaz. Naj bo d diagonala, ki odreºe iz grafa najmanj²e ²tevilo robov k, med vsemi,
ki odreºejo vsaj 4 robove. Naj bo xyz trikotnik nad diagonalo d v triangulaciji ºepa
(kot na sliki 19(a)). Naj bo rob iz ovojnice v obmo£ju C. Ker je k najmanj²e ²tevilo
robov, ki jih tako lahko odreºemo, mora biti ²tevilo robov, ki jih odreºeta xy in yz,
najve£ 3. Torej je 6 ≥ k ≥ 4 (primer slika 19(b)). e taka diagonala d ne obstaja,












Slika 19. Iz ºepa lahko vedno odreºemo podgraf s 4, 5 ali 6 robovi.
Sedaj bomo opisali algoritem za postavitev ⌈n/3⌉ straºarjev na dani poligon
dolºine n, ki bodo pokrili celotno zunanjost poligona. Ti straºarji bodo tudi domini-
rali vsem triangulacijskim grafom na ºepih poligona.
Izrek 3.3. ⌈n/3⌉ robnih straºarjev je v£asih potrebnih in vedno dovolj za pokritje
zunanjosti poligona na n ogli²£ih. Straºarje lahko izberemo tako, da dominirajo vsem
triangulacijskim grafom na ºepih poligona.
Pokritost potrebujemo samo iz obeh robnih ogli²£ vsakega straºarja. Ozna£imo
zunanjost poligona z e.
Algoritem GFE:
Vhodni podatki: Poligon dolºine n
Izhodni podatki: Poloºaj ⌈n/3⌉ straºarjev, ki pokrijejo e
Konec indukcije: e imajo vsi ºepi v poligonu tri ali manj robov, pokrij
e z ⌈n/3⌉ straºarji s pomo£jo leme 3.1.
Indukcijski korak: Sicer. Lema 3.2 nam zagotavlja, da za vsak ºep s 4 ali
ve£ robovi obstaja diagonala d, ki odreºe podgraf ºepa r s 4, 5 ali 6 robovi,
ali pa ima ºep najve£ 6 robov. V tem drugem primeru vzamemo za d kar
povezavo iz ovojnice poligona in cel ºep za podgraf r. Bodimo pozorni na to,
da v primeru ko imamo ve£ moºnosti za diagonalo d, vedno izberemo tisto,
ki odreºe podgraf z manj robovi.
Primer 1: r ima 4 robove. Z rekurzijo poi²£emo ⌈n/3⌉ − 1 straºarjev, ki pokrijejo











Slika 20. Primer, kjer d odreºe podgraf s ²tirimi robovi.
Lo£imo dve moºnosti:
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(a) e v grafu e − r na mestu d ni straºarja, r pokrijemo z enim straºarjem
na mestu g za vse moºne triangulacije, kot kaºe slika 21. Pri simetri£nih
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Slika 21. Dodatni straºar, £e na mestu d ni bilo straºarja.
(b) e pa je v grafu e − r na mestu d straºar, ga odstranimo in pokrijemo r z











Slika 22. Dodatna straºarja, £e je na mestu d bil straºar.
Primer 2: r ima 5 robov. Z rekurzijo poi²£emo ⌈n/3⌉ − 1 straºarjev, ki pokrijejo
e−r. Ker je d diagonala, ki odreºe najmanj²i kos, ne obstajata znotraj ºepa diagonali












Slika 23. Triangulacija mora vsebovati enega od zgornjih trikotnikov.
Lo£imo dve moºnosti:
(a) e v grafu e− r na mestu d ni straºarja, r pokrijemo z enim straºarjem na










Slika 24. Dodatni straºar, £e na mestu d ni bilo straºarja.
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(b) e pa je v grafu e − r na mestu d straºar, ga odstranimo in pokrijemo r z












Slika 25. Dodatna straºarja, £e je na mestu d bil straºar.
Primer 3: r ima 6 robov. Pri tem primeru imamo, zaradi minimalne izbire









Slika 26. ep s ²estimi robovi.
Z rekurzijo poi²£emo ⌈n/3⌉ − 1 straºarjev, ki pokrijejo e brez ²tirikotnikov xabc
in cdey. Opazimo, da mora re²itev pokriti tudi trikotnik xcy. e je v re²itvi, ki jo
dobimo z rekurzijo, straºar na povezavi xc, ga odstranimo in pokrijemo r z dvema












Slika 27. Dodatna straºarja, £e je na diagonali xc bil straºar.
Kadar pa je v rekurzivni re²itvi trikotnik xcy pokrit tako, da je pokrito le ogli²£e
x, lahko r pokrijemo z enim dodatnim straºarjem g, kot na sliki 28. V primeru, ko











Slika 28. Dodatni straºar, £e je bil pokrit samo x.
4. Robni straºarji v ortogonalni trdnjavi
Razdelek je povzet po [3]. Dokazali bomo, da za staºenje zunanjosti ortogonalne
trdnjave z n robovi potrebujemo ⌊n/4⌋+ 1 robnih straºarjev.
Izrek 4.1. ⌊n/4⌋+1 robnih straºarjev je v£asih potrebnih in vedno dovolj za pokritje
zunanjosti ortogonalnega poligona z n robovi.
Da je ⌊n/4⌋ + 1 res potrebnih, bomo pokazali kar na primeru. Na sliki 29(a)
je poligon z 12 ogli²£i, za katerega potrebujemo 4 straºarje, da pokrijejo njegovo
zunanjost. Na sliki 29(b) smo dodali 4 ogli²£a v poligon in o£itno potrebujemo tudi
enega straºarja ve£. Na sliki 29(c) pa vidimo poligon s 4k ogli²£i (za k > 2), za
pokritje katerega potrebujemo k + 1 straºarjev.
(a) (b) (c)
Slika 29. Ortogonalni poligoni, za katere potrebujemo ⌊n/4⌋+ 1 straºarjev.
Za dokaz zadostnosti ⌊n/4⌋ + 1 straºarjev za ortogonalni poligon, bomo narisali
poligon v ve£ji pravokotnik in podalj²ali vodoravne robove poligona tako, da razde-
limo zunanjost poligona na pravokotnike (slika 30(a)). Ker velikosti zunanjega
pravokotnika nismo dolo£ili in je zato lahko poljubna, bo pokritje tega pravokotnika
tudi pokritje zunanjosti poligona. Privzeli bomo da pri na²em poligonu nobeni
dve nesosednji ogli²£i nimata enake y koordinate (poligon je v splo²ni poziciji). e
poligon ne bi bil v splo²ni poziciji, bi lahko enega od robov premaknili malo gor ali
dol, da bi dobili poligon v splo²ni poziciji, straºarji ki bi zastraºili tak poligon, pa
bi zastraºili tudi originalni poligon. Pri tej predpostavki smo dobili z delitvijo ob
vsaki navpi£ni stranici poligona en pravokotnik in enega na vrhu in enega na dnu,
torej n/2 + 2 pravokotnikov.
Pravokotniki, ki jih dobimo s tak²no delitvijo, imajo naslednje lastnosti:
• Dva pravokotnika sta sosednja, £e imata skupno vodoravno stranico.
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• Katerakoli sosednja pravokotnika lahko pokrijemo s straºarjem v ogli²£u (ali
robnim straºarjem).
• Zgornji in spodnji rob v grafu lahko pokrijeta vsaj 3 pravokotnike. Zgornji
na sliki 30(a) recimo pokrije pravokotnike 1, 2 in 9.
• Dualni graf zunanjosti poligona je graf, kjer vsako vozli²£e predstavlja pravo-
kotnik in vozli²£i sta povezani, £e sta pravokotnika sosednja (slika 30(b)).
Dualni graf ima obliko cikla s pripetimi drevesi. V primeru, da ima vsako
pripeto drevo samo po eno vozli²£e, pravimo, da je graf v skr£eni obliki.
Vozli²£u na ciklu, v katerem je pripeto drevo, re£emo koren. Vozli²£u, ki je
v drevesu bliºje ciklu, pa re£emo prednik. Na primer vozli²£e 12 je prednik





























Slika 30. Delitev zunanjosti poligona na pravokotnike in dualni graf.
Zadostnost ⌊n/4⌋ + 1 straºarjev za ortogonalni poligon bomo najprej dokazali
za poligon v skr£eni obliki. Kasneje bomo pokazali, kako se z dodatnimi straºarji,
poligon v splo²ni obliki skr£i na poligon v skr£eni obliki.
Pred tem si poglejmo dve lemi o korenih, ki jih bomo kasneje potrebovali.
Lema 4.2. Vsak koren je soseden z najve£ dvema drevesnima vozli²£ema.
Dokaz. Pri dokazu te leme bomo potrerbovali dve predpostavki, in sicer, da je












Slika 31. Vsako oglji²£e na ciklu ima najve£ dva drevesna soseda.
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Vsak koren je soseden dvema drugima vozli²£ema na ciklu in z njima ima skupna
vodoravna robova ter navpi£ni rob zunanjega pravokotnika. Ker je poligon v splo²ni
poziciji, ima koren lahko samo ²e dva druga soseda, kot na slikah 31(a) in (b). Na








Slika 32. Vsaka sosednja pravokotnika morata imeti skupni navpi£ni rob.
Opazimo lahko tudi, da imajo pravokotniki A, B in C skupni navpi£ni rob, saj v
nasprotnem primeru poligon ne bi bil v splo²ni poziciji. e recimo pravokotnika A
in B ne bi imela skupnega navpi£nega roba, bi imela robova x in y, na sliki 32, isto y
koordinato. Zaradi enakega razloga morata imeti katerakoli sosednja pravokotnika
skupen navpi£ni rob. 
Lema 4.3. Za koren, ki je soseden z dvema drevesnima vozli²£ema, obstaja straºar,
ki pokrije vse tri njim pripadajo£e pravokotnike, £e pa je koren soseden samo z enim
drevesnim vozli²£em pa obstaja straºar, ki pokrije oba pripadajo£a pravokotnika, poleg
tega pa pokrije ²e pravokotnik enega od sosednjih vozli²£ na ciklu.
Dokaz. Pogledali si bomo vse moºnosti za koren A in pri vsakem primeru dolo£ili
pozicijo straºarja g. e ima A dva drevesna soseda, imamo samo eno moºnost, ki
je prikazana na sliki 33(a). Tu sta D in E soseda A na ciklu, B in C pa drevesna
soseda.
A A A A
B B B BD D DD





(a) (b) (c) (d)
Slika 33. Straºarji, £e ima koren dva ali le enega drevesnega soseda.
V primeru, ko ima A samo enega drevesnega soseda, pa imamo, po izlo£itvi
simetri£nih, ²e moºnosti, prikazane na slikah 33(b), (c) in (d). Sliki (b) in (c) kaºeta
pozicijo straºarja, ki pokrije pravokotnike A, B in E, na sliki (d) pa pravokotnike
A, B in D. 
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Lema 4.4. Za pokritje zunanjosti ortogonalnega poligona, katerega dualni graf je v
skr£eni obliki, zadostuje ⌊n/4⌋+ 1 straºarjev.
Dokaz. V dokazu bomo dolo£ili straºarje tako, da bo, v povpre£ju, vsak pokril vsaj
dva pravokotnika. Vsak koren poveºemo v skupino z njegovimi drevesi. Po lemi
4.3 lahko vsako tako skupino pokrijemo z enim straºarjem. Za£nimo pri enem od
korenov v grafu in poglejmo vozli²£a na ciklu med tem in naslednjim korenom. V
primeru, da je vozli²£ sodo ²tevilo, jih lahko razdelimo v skupine po dve in vsako
skupino pokrijemo z enim straºarjem. e pa je ²tevilo vozli²£ liho, pa uporabimo
razli£ni pokritji glede na ²tevilo dreves, ki jih ima prvi koren.
V primeru, da ima koren samo eno drevo, vzamemo v skupino s korenom in
drevesom ²e naslednje vozli²£e na ciklu (slika 34). Tako vozli²£e sigurno obstaja,
ker je ²tevilo vozli²£ med dvema drevesoma liho, po lemi 4.3 pa obstaja straºar, ki
pokrije celo skupino.
Slika 34. Koren z enim drevesnim sosedom.
V primeru, da ima koren dve drevesi, pa naslednje vozli²£e na ciklu postavimo
v samostojno skupino, ki jo pokrijemo z enim straºarjem (slika 35). Tako bo v
povpre£ju vsak straºar ²e vedno pokril vsaj dva pravokotnika.
Slika 35. Koren z dvema drevesnima sosedoma.
Ostalo nam bo sodo ²tevilo vozli²£ na ciklu, ki jih lahko razdelimo v skupine po
dve, in vsako skupino pokrijemo z enim straºarjem. Tako smo dobili pokritje, kjer
v povpre£ju vsak straºar pokrije vsaj dva pravokotnika, zato za celotno pokritje
zado²£a ⌊(n/2 + 2)/2⌋ kar je ⌊n/4⌋+ 1 straºarjev.
Obstaja ²e en poseben primer, kjer nimamo nobenega korena in nobenega drevesa
v grafu. e je ²tevilo vozli²£ sodo, jih razdelimo v skupine po dve, £e pa je ²tevilo
vozli²£ liho, pa vzameno za eno skupino tri pravokotnike, ki jih lahko pokrijemo z
zgornjim robom v grafu. Ostala vozli²£a spet razdelimo v skupine po dve. In tudi
tu zadostuje ⌊n/4⌋+ 1 straºarjev. 
Lema 4.5. Vsak ortogonalni poligon v splo²ni poziciji lahko skr£imo na poligon v
skr£eni obliki tako, da bo ²e vedno vsak straºar v povpre£ju pokril vsaj 2 pravokotnika.
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Dokaz. Podobno kot pri korenskih vozli²£ih imajo lahko tudi druga drevesna vozli²£a
najve£ 4 sosede, od katerih je en prednik, ki leºi na poti do cikla. Pri kr£enju drevesa
do skr£ene oblike bomo ponavljali naslednji postopek.
Za£nemo pri listu drevesa. e ima prednik stopnjo 2, ju zdruºimo v skupino in
odstranimo iz drevesa in postopek ponavljamo, dokler lahko. Ko tega ne moremo
ve£ narediti, imamo dve moºnosti: drevo je skr£eno ali pa ima prednik stopnjo ve£
kot 2. Ozna£imo prednika z A. Glede na njegovo stopnjo bomo izvedli enega od
naslednjih korakov:
1. e je A koren drevesa, kon£amo. Drevo je ºe skr£eno.
2. e je A stopnje 3, zdruºimo A in njegova lista v skupino, kot je prikazano na
sliki 36 (tu je D prednik vozli²£a A v drevesu) in skupino odstranimo iz drevesa. Za

















Slika 36. Vse moºne razporeditve sosedov vozli²£a stopnje 3.
Problem lahko nastane v primeru na sliki 36(a), saj se lahko zgodi, da rob g ni rob
originalnega grafa, ampak smo tam med kr£enjem drevesa ºe odstranili pravokotnik.
V tem primeru bomo morali skupine pravokotnikov preurediti tako, da bodo straºarji
na originalnih robovih grafa. Naj bo R pravokotnik, ki je bil v originalnem grafu
sosed A tam, kjer je sedaj g. Dva pravokotnika s stopnjo 4 ne moreta biti sosednja,
saj bi v tem primeru morali imeti dva robova v originalnem grafu z isto y koordinato,
kar se vidi na sliki 37. Torej ima R stopnjo najve£ 3. Lo£imo primera, ko ima skupina









Slika 37. Dva pravokotnika stopnje 4 ne moreta biti sosednja.
e imamo v skupini 2 pravokotnika, naj bosta to R in P , imamo tri moºne
razporeditve glede na velikost in obliko P , kot kaºe slika 38. V primerih na slikah
(a) in (b) bomo v eno skupino vzeli A, B, R in P , v drugo skupino pa C. V primeru
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na sliki (c) pa bo ena skupina A in B, druga skupina pa bodo C, R in P . V vseh













Slika 38. Prvi primer, ko smo v prej²nem koraku odstranili 2
pravokotnika (R in P ).
Kadar pa imamo v skupini 3 pravokotnike, je lahko razporeditev samo tak²na,
kot na sliki 39 (pravokotniki P , Q in R). Eno skupino bodo tu sestavljali A, B, P










Slika 39. Drugi primer, ko smo v prej²nem koraku odstranili 3 pravokotnike.
V vsakem primeru smo pokrili vsaj 5 pravokotnikov z dvema straºarjema, kar
nam ohranja povpre£je vsaj dveh pokritih pravokotnikov z vsakim straºarjem.
3. e je A stopnje 4, zdruºimo A in tri liste v dve grupi in sicer A, B in E naj
bodo ena skupina, C pa druga skupina. Ti dve skupini lahko pokrijemo z dvema
straºarjema g1 in g2, kot kaºe slika 40. z dvema straºarjema smo tako pokrili 4





Slika 40. Dva dodatna straºarja, ki pokrijeta vozli²£e stopnje 4.
S tem postopkom kr£enja dreves v grafu pridemo na koncu do grafa v skr£eni
obliki, za tega pa po lemi 4.4 vemo, da obstaja taka razporeditev straºarjev, da bo
vsak v povpre£ju pokril vsaj 2 pravokotnika. e pri upo²tevanju leme 4.5 dobimo
straºarja, ki ni na robu originalnega poligona, naredimo preureditev tako kot na sliki







art gallery umetnostna galerija
fortress trdnjava
prison problem zaporni²ki problem
guard straºar
triangulation triangulacija
graph coloring barvanje grafa
dual graph dualni graf
tree drevo
orthogonal ortogonalen
perfect matching popolno prirejanje
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